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a.a. 2004/05 - 28 giugno 2005

Esercizio 1 - Usare le proprietà delle matrici di Pauli {σ1, σ2, σ3}, in particolare quelle di anti-commutazione,

per calcolare il seguente commutatore:

[σ1, e
(σ1+σ2)]

Esercizio 2 - Determinare lo sviluppo in serie di Fourier della funzione

f : (−π, π) → RI , f(x) ≡ | x | .

Utilizzare lo sviluppo precedente e l’identità di Parseval, per dimostrare che

∞∑
n=0

1
(2n + 1)4

=
1
6

(π

2

)4

Esercizio 3 - L’operatore

T ≡ d2

dx2

è definito ∀f ∈ L2(0, 2π) soddisfacente le condizioni: f ′(0) = f ′(2π) = 0, essendo f ′ = df
dx .

1) Verificare se T è hermitiano.

2) Trovare le autofunzioni di T , e i corrispondenti autovalori, e dire se le autofunzioni trovate formano un

set completo in H.

Esercizio 4 - Verificare i seguenti risultati (il secondo inteso come Valor Principale di Cauchy):∫ +∞

−∞

cos x

1 + x2
dx =

π

e
P

∫ +∞

−∞

dx

(x2 + 1)(x2 − 3x + 2)
=

π

10

Esercizio 5 - Un circuito RL è descritto, in corrispondenza di una tensione di ingresso V (t), dall’equazione

differenziale per la corrente I(t):

RI + L
dI

dt
= V (t).

1) Utilizzare il formalismo della trasformata di Fourier per trovare la funzione di Green di tale equazione.

2) In corrispondenza di una tensione di ingresso data da

V (t) =
{

V0 | t |< a
0 | t |> a

trovare la soluzione I(t), sia attraverso il calcolo esplicito della sua trasformata di Fourier e l’applicazione

del teorema di inversione, sia attraverso il teorema di convoluzione e la funzione di Green del circuito.
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Esercizio 1 - Dimostrare che ogni matrice 2 × 2 su C si puó sviluppare come combinazione lineare delle

matrici di Pauli {σ1, σ2, σ3} e della matrice identità 1l, attraverso l’espansione A = α01l + α1σ1+α2σ2+α3σ3

purché si abbia:

2α0 = Tr(A) , 2αi = Tr(Aσi) , i = 1, 2, 3

Trovare in particolare i coefficienti dello sviluppo della matrice A =
(

1 2i
−2i 3

)
e spiegare il risultato in

termini delle proprietà di hermiticità della matrice.

Esercizio 2 - Determinare lo sviluppo in serie di Fourier della funzione

f : (−π, π) → RI , f(x) ≡ x2 .

Utilizzare lo sviluppo precedente per dimostrare che ζ(2) = π2

6 e, usando anche l’identità di Parseval, che

ζ(4) = π4

90 , avendo definito la funzione Zeta (di Riemann)

ζ(s) ≡
∞∑

n=1

1
ns

Esercizio 3 - L’operatore Q = x d
dx è definito ∀f ∈ H = L2(0,+∞).

a) Trovare l’aggiunto di Q.

b) Definire l’operatore Qα ≡ Q + α1l e trovare le condizioni su α ∈ C affinché l’operatore Qα risulti

antihermitiano.

Esercizio 4 - Verificare i seguenti risultati (il secondo inteso come Valor Principale di Cauchy):∫ +∞

0

1
x4 + 1

dx =
π

2
√

2
P

∫ +∞

−∞

1
x4 − 1

dx = −π

2

Esercizio 5 - Trovare la trasformata di Fourier della funzione

f(x) ≡ e−|x| , ∀x ∈ RI .

Usare la precedente trasformata e il teorema di convoluzione, per trovare la funzione g(x) la cui trasformata

di Fourier è

ĝ(p) =
1

(1 + p2)2
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CdL in Fisica e Tecnologie Avanzate - Prova scritta di Metodi Matematici della Fisica I

a.a. 2005/06 - 24 luglio 2006

Esercizio n.1 - {L1, L2, L3} sono tre operatori hermitiani che verificano le seguenti regole di commutazione:

[L1, L2] = iL3 [L2, L3] = iL1 [L3, L1] = iL2

Definiti gli operatori L2 ≡ L2
1 + L2

2 + L2
3, L+ ≡ L1 + iL2, L− ≡ L1 − iL2, dimostrare che:

1) L2 è hermitiano e commuta con ogni Lj , j = 1, 2, 3

2) (L+)† = L− (L−)† = L+

3)[L+, L−] = 2L3 ; [L2, L±] = 0; [L3, L±] = ±L±

4) L2 = L3(L3 + 1) + L−L+; L2 = L3(L3 − 1) + L+L−

Esercizio n.2 - Data la funzione f(x) = 1 , 0 ≤ x ≤ π, trovare il suo sviluppo in serie di Fourier rispetto alla

base {sinnx}. Integrare tale espressione per ottenere lo sviluppo in serie della funzione g(x) = x. Sostituire

in quest’ultimo il valore x = π per dimostrare che
∞∑

k=1

1
(2k − 1)2

=
π2

8

Ottenere lo stesso risultato usando l’identità di Parseval applicata a f(x) e alla sua serie di Fourier.

Esercizio n.3 - Usare il calcolo della trasformata di Fourier della funzione f(x) =
{

1 |x| < 1
0 altrimenti

e l’identità di Parseval per dimostrare che ∫ +∞

−∞

sin2 t

t2
dx = π

Esercizio n.4 - Usare la rappresentazione integrale di Cauchy per dimostrare che:∮
Γ

z2

z − 2
dz = 0 ,

∮
Γ

eiz

z3
dz = −iπ ,

∮
Γ

z2

2z − 1
dz = i

π

4
,

∮
Γ

(z − 2)−1

(2z − 1)2
dz = −2

9
πi

dove Γ è la circonferenza di raggio unitario centrata nell’origine.

Verificare inoltre i seguenti risultati (il secondo inteso come Valor Principale di Cauchy):

∫ +∞

−∞

sin 2x

x2 + x + 1
dx = − 2π√

3
e−
√

3 sin 1 ,

∫ +∞

−∞

dx

x2 − ix
= π

Esercizio n.5 - Utilizzare il formalismo della funzione di Green per risolvere l’equazione del calore unidi-

mensionale corrispondente al seguente problema:
∂u
∂t = ∂2u

∂x2 −∞ < x < +∞ , t > 0

u(x, 0) = e−x2

N.B.: trasformata di Fourier di una gaussiana ⇒ Fp[e−x2
] =

√
πe−p2/4
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CdL in Fisica e Tecnologie Avanzate - Prova scritta di Metodi Matematici della Fisica I

a.a. 2005/06 - 26 settembre 2006

Esercizio n.1 - L’operatore L ≡ {Lx, Ly, Lz} ha tre componenti che verificano le seguenti regole di

commutazione: [Lx, Ly] = iLz e permutazioni cicliche.

Dati gli operatori vettoriali a e b che commutano fra loro e con L, cioè tali che [a,b] = [a,L] = [b,L] = 0

dimostrare che:

[a · L,b · L] = i(a ∧ b) · L

Esercizio n.2 - Data la funzione f(x) definita nell’intervallo [−1, 1] come

f(x) =

 4x(1 + x) − 1 ≤ x ≤ 0

4x(1− x) 0 ≤ x ≤ 1

trovare il suo sviluppo in serie di Fourier rispetto alla base {sinnπx}. Valutare gli errori che si compiono

nel calcolo dell’integrale tra gli estremi 0 e 1 di f(x) e del primo termine del precedente sviluppo di Fourier,

quando paragonati con il calcolo esatto dell’integrale
∫ 1

0
sinπxdx.

Esercizio n.3 - Usare il calcolo della trasformata di Fourier della funzione f(x) =

 1− |x|
2 − 2 ≤ x ≤ 2

0 altrimenti
e l’identità di Parseval per dimostrare che ∫ +∞

−∞

sin4 t

t4
dx =

2π

3

Esercizio n.4 - Usare il teorema dei residui e la rappresentazione z ≡ eiθ per calcolare il seguente integrale

I(a) =
∫ 2π

0

dθ

1 + a cos θ
, |a| < 1

riconducendolo ad un integrale in campo complesso esteso alla circonferenza di raggio unitario centrata

nell’origine. Verificare quindi il seguente risultato

I =
∫ 2π

0

dθ

3 + cos θ
=

π√
2

Esercizio n.5 - Verificare i seguenti risultati (il secondo inteso come Valor Principale di Cauchy):

∫ +∞

0

dx

(x2 + a2)2
=

π

4a3
, a > 0

∫ +∞

−∞

cos x

(x2 + 1)(x− 1)
dx = −π

2
(
e−1 + sin 1

)
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Esercizio n.1 - Trovare, in campo complesso, tutte le soluzioni delle seguenti equazioni:

z4 + 1 = 0 (z − 1)3 = −1

Dimostrare che (1 + i)12 è reale. Calcolarne il valore.

Esercizio n. 2 - Data la funzione f(x) definita nell’intervallo [−π, π] come

f(x) =

{−x + π x > 0

x + π x < 0
trovare il suo sviluppo in serie di Fourier. Utilizzare tale sviluppo in serie, unito all’identità di Parseval, per

dimostrare che:
∞∑

n=0

1
(2n + 1)2

=
π2

8

∞∑
n=0

1
(2n + 1)4

=
π4

96

Esercizio n.3 - Trovare, per calcolo esplicito, la trasformata di Fourier della funzione f(x) =
{

xe−x x > 0
0 x < 0

Ritrovare lo stesso risultato sfruttando il calcolo della trasformata di Fourier della funzione e−x , x > 0 e la

proprietà delle trasformate di Fourier: F [f ′(x)] = ipF [f(x)].

Dimostrare inoltre che xe−x = g1 ∗ g2 essendo g1(x) = g2(x) = e−x , x > 0 mentre g1(x) = g2(x) = 0 , x < 0,

e ritrovare il risultato precedente usando il teorema di convoluzione.

Esercizio n.4 - Usare il teorema dei residui per verificare i seguenti risultati:

∮
Γ

z eπz

z4 − 16
dz = −πi

4

∫ π

0

cos θ

3 + cos θ
dθ = π − 3

√
2

4
π

Γ essendo l’ellisse di equazione 9x2 + y2 = 9, percorsa in senso antiorario.

Per il calcolo del secondo integrale utilizzare anche la rappresentazione z ≡ eiθ.

Esercizio n.5 - Verificare i seguenti risultati (il secondo inteso come Valor Principale di Cauchy):

∫ +∞

−∞

xeiωx

1 + x2
dx = iπe−|ω|sign(ω)

∫ +∞

−∞

sinx

x(1 + x2)
dx = π

(
1− 1

e

)

N.B. = sign(ω) =

{+1 ω > 0

−1 ω < 0
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Esercizio n.1 - Calcolare l’integrale di linea della funzione f(z) = ez̄, essendo z̄ il complesso coniugato di

z, lungo i due cammini distinti γ1 e γ2 che collegano entrambi il punto A ≡ (0, 0) con il punto B ≡ (1, 1):

γ1 = {x + iy : y = 0, x ∈ [0, 1]}
⋃
{x + iy : x = 1, y ∈ [0, 1]}

γ2 = {x + iy : x = 0, y ∈ [0, 1]}
⋃
{x + iy : x ∈ [0, 1], y = 1}.

Spiegare il risultato in termini delle proprietà di analiticità di f(z).

Esercizio n. 2 - Data la funzione f(x) = e|x| definita nell’intervallo [−π
2 , π

2 ], trovare il suo sviluppo in serie

(trigonometrica) di Fourier relativa a tale intervallo. Scrivere la corrispondente identità di Parseval relativa

a tale sviluppo in serie.

Esercizio n.3 - Trovare, per calcolo esplicito, la trasformata di Fourier f̂(p) della funzione f(x) = e−|x|/4,

definita ∀x ∈ RI . Dimostrare che f(x) ∈ L2( RI ) e, attraverso l’uso del teorema di inversione, calcolare

l’antitrasformata di f̂(p), dopo avere esteso l’integrale in campo complesso e avere utilizzato il lemma di

Jordan e il teorema dei residui. Confrontare il risultato ottenuto con la funzione di partenza.

Esercizio n.4 - Usare il teorema dei residui per verificare i seguenti risultati:∮
Γ

2 z

z3 + 1
dz =

4π

3
i

∫ 2π

0

2 sin2 θ cos θ dθ = 0

Γ essendo la semicirconferenza di raggio 2, Γ ≡ {z : 2 eiθ,−π
2 ≤ θ ≤ π

2 }, percorsa in senso antiorario.

Per il calcolo del secondo integrale utilizzare anche la rappresentazione z ≡ eiθ.

Esercizio n.5 - Data l’equazione differenziale: ÿ − 2 y = x

per la funzione incognita y = y(x), se ne trovi una soluzione particolare, utilizzando il formalismo della

trasformata di Fourier applicato alla ricerca della funzione di Green di tale equazione, ovvero la soluzione

y1 = y1(x) dell’equazione associata : ÿ1 − 2 y1 = δ(x). Usare tale funzione di Green per ottenere, attraverso

il calcolo di una convoluzione, la soluzione cercata.
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Esercizio n.1 - Calcolare il seguente integrale di linea nel piano complesso∫ B

A

(x− y + iy2)dz

lungo i due cammini distinti γ1 , γ2 che collegano entrambi il punto A ≡ (0, 0) con il punto B ≡ 1 + i:

γ1 = {x + iy : y = x, x ∈ [0, 1]} γ2 = {x + iy : y = 0, x ∈ [0, 1]}
⋃
{x + iy : x = 1, y ∈ [0, 1]}.

Spiegare il risultato in termini delle condizioni di Cauchy-Riemann.

Esercizio n. 2 -Data la funzione f(x) definita nell’intervallo [−π, π] come

f(x) =


1
2 (π − x) 0 < x < π

− 1
2 (π + x) − π < x < 0

trovare il suo sviluppo in serie (trigonometrica) di Fourier relativa a tale intervallo. Scrivere la corrispondente

identità di Parseval relativa a tale sviluppo in serie e dimostrare che
∑∞

n=1
1

n2 = π2

6 .

Esercizio n.3 - Trovare, per calcolo esplicito, dopo avere esteso l’integrale relativo in campo complesso e

avere usato il lemma di Jordan e il teorema dei residui, la trasformata di Fourier f̂(p) della funzione

f(x) =
1

(x− i)2
, ∀x ∈ RI

Dimostrare che f(x) ∈ L2( RI ), verificando che ‖f(x)‖2 = π/2. Utilizzare il teorema di inversione per

calcolare l’antitrasformata di f̂(p) e confrontare il risultato ottenuto con la funzione di partenza. Utilizzare

l’uguaglianza di Parseval per ritrovare il risultato relativo al calcolo della norma di f(x) dopo avere calcolato

||f̂(p)||2.

Esercizio n.4 - Usare il teorema dei residui per verificare i seguenti risultati:∮
Γ

dz

z(z − 1)(z − 3)2
=

5πi

18

∫ π

0

dθ

1 + sin2 θ
=

π√
2

Γ essendo il quadrato di lato 2, Γ ≡ {z = x + iy : |x| ≤ 2, |y| ≤ 2}, percorso in senso antiorario.

Per il calcolo del secondo integrale utilizzare anche la rappresentazione z ≡ eiθ.

Esercizio n.5 - Verificare il seguente risultato, intendendo l’integrale nel senso del valore principale di

Cauchy:

∫ +∞

−∞

cos πx

(x2 + 1)(x− 2)
dx = −2

5
πe−π
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Esercizio n.1 - Calcolare l’integrale di linea: I =
∮

Γ
(z̄ + 1)2dz, essendo Γ il circuito chiuso, percorso in

senso antiorario, costituito dal contorno del settore circolare relativo al primo quadrante e al cerchio unitario:

Γ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 = {x + iy : x ∈ [0, 1], y = 0} ∪ {z = eiθ : θ ∈ [0, π/2]} ∪ {x + iy : x = 0, y ∈ [0, 1]}.

Spiegare perché l’integrale non è nullo, in termini delle proprietà di analiticità della funzione integranda, e

dimostrare che il suo valore è I = I1 + I2 + I3, essendo: I1 = 7
3 , I2 = (2 + π)i , I3 = −1− 2

3 i.

Esercizio n.2 - Data la funzione

f(x) = e−|x|

definita nell’intervallo [−π, π], trovare il suo sviluppo in serie (trigonometrica) di Fourier corrispondente a

tale intervallo. Scrivere l’identità di Parseval relativa a tale sviluppo in serie.

Esercizio n.3 - Trovare la trasformata di Fourier f̂(p) della funzione: f(x) = e−|x|sign(x).

Dimostrare che f(x) ∈ L2( RI ). Calcolarne la norma. Utilizzare inoltre l’uguaglianza di Parseval per di-

mostrare che ∫ +∞

−∞

p2

(1 + p2)2
dp =

π

2

Esercizio n.4 - Usare il teorema dei residui e il lemma di Jordan per verificare i seguenti risultati (il secondo

inteso come Valor Principale di Cauchy):

∫ +∞

0

1 + x2

1 + x4
dx =

π√
2

∫ +∞

−∞

cos π
2 x

x2 − 1
dx = −π

Esercizio n.5 - Ad un circuito RL, descritto dall’equazione differenziale: RI + LdI
dt = V (t), per la corrente

incognita I(t), viene applicata una tensione V (t) = V0e
−ktθ(t) con k 6= R

L e k > 0.

1) Riscrivere l’equazione in termini delle trasformate di Fourier e risolverla per trovare la trasformata di

Fourier della corrente Î(ω). Applicare quindi il teorema di inversione per il calcolo dell’antitrasformata ai

fini di ottenere la funzione incognita I(t).

2) Trovare la funzione di Green G(τ) relativa all’equazione del circuito e utilizzare il teorema di convoluzione

per ritrovare la risposta del circuito alla tensione data V (t).



Università degli Studi di Siena - Facoltà di Scienze
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Esercizio n.1 - Considerare u(x, y) = xy come la parte reale di una funzione analitica f(x, y) ≡ u + iv.

Determinare la sua parte immaginaria v(x, y), assumendo f(0) = 0. Dimostrare che sia u che v sono funzioni

armoniche e che si puó scrivere f(x, y) = f(z) = − 1
2 iz2. Calcolare

∫ B

A
f(z) dz, lungo i due cammini distinti

γ1 , γ2 che collegano entrambi il punto A ≡ (0, 0) con il punto B ≡ 1 + i:

γ1 = {x + iy : y = 0, x ∈ [0, 1]}
⋃
{x + iy : x = 1, y ∈ [0, 1]}.

γ2 = {x + iy : x = 0, y ∈ [0, 1]}
⋃
{x + iy : y = 1, x ∈ [0, 1]}

Spiegare il risultato in termini delle proprietà di analiticità della funzione.

Esercizio n. 2 - Data la funzione

f(x) =
x

|x|
x ∈ [−π, π]

trovare il suo sviluppo in serie (trigonometrica) di Fourier relativa all’intervallo [−π, π]. Scrivere la cor-

rispondente identità di Parseval relativa a tale sviluppo in serie e dimostrare che
∑∞

n=0
1

(2n+1)2 = π2

8 .

Esercizio n.3 - Trovare, per calcolo esplicito, la trasformata di Fourier f̂(p) della funzione

f(x) =
x

|x|
e−|x| , ∀x ∈ RI

Dimostrare che f(x) ∈ L2( RI ), verificando che ‖f(x)‖2 = 1. Ottenere di nuovo f̂(p) utilizzando la formula

per il calcolo della trasformata di Fourier della derivata di una funzione, dopo avere dimostrato che f(x) =

− d
dxe|x| e avere calcolato la trasformata di Fourier della funzione e−|x|.

Esercizio n.4 - Usare il teorema dei residui per verificare i seguenti risultati:∮
|z|=1

sin z

z2
dz = 2πi

∫ 2π

0

cos 2θ

5 + 4 cos θ
dθ =

π

6

Per il calcolo del secondo integrale utilizzare anche la rappresentazione z ≡ eiθ.

Esercizio n.5 - Verificare il seguente risultato, intendendo l’integrale nel senso del Valore Principale di

Cauchy: ∫ +∞

−∞

x

8− x3
dx = − π

2
√

3
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Esercizio n.1 - Considerare u(x, y) = x2−y2 come la parte reale di una funzione analitica f(x, y) ≡ u+ iv.

Determinare la sua parte immaginaria v(x, y), assumendo f(0, 0) = 0. Dimostrare che sia u che v sono

funzioni armoniche e che si puó scrivere f(x, y) = f(z) = z2.

Calcolare
∫ B

A
f(z) dz, lungo i cammini distinti γ1 , γ2 che collegano il punto A ≡ (0, 0) con il punto B ≡ 1+ i:

γ1 = {x + iy : y = 0, x ∈ [0, 1]}
⋃
{x + iy : x = 1, y ∈ [0, 1]}.

γ2 = {x + iy : x = 0, y ∈ [0, 1]}
⋃
{x + iy : y = 1, x ∈ [0, 1]}

Spiegare il risultato in termini delle proprietà di analiticità della funzione.

Esercizio n.2 - Data la funzione f(x) = x2

2 definita nell’intervallo [−π, π] trovare il suo sviluppo in serie

(trigonometrica) di Fourier relativa all’intervallo [−π, π]. Dimostrare, valutando il precedente sviluppo nel

punto x = 0, che

1− 1
4

+
1
9
− 1

16
+ ... =

π2

12

Esercizio n.3 - Utilizzare il lemma di Jordan e il teorema dei residui per calcolare la trasformata di Fourier

f̂(p) della funzione f(x) = 1
π

1
1+x2 . Usare l’identità di Parseval per dimostrare il seguente risultato:

∫ +∞

−∞

1
(1 + x2)2

dx =
π

2

Usare il teorema di inversione per ottenere, a partire da f̂(p), la funzione di partenza f(x).

Esercizio n.4 - Utilizzare il teorema dei residui e il lemma di Jordan per dimostrare:∫ 2π

0

dθ

5 + 3 cos θ
=

π

2

∫ +∞

−∞

sin2 x

x2
dx = π

Per il calcolo del primo integrale usare anche la rappresentazione z ≡ eiθ.

Esercizio n.5 - Verificare il seguente risultato, intendendo l’integrale nel senso del Valor Principale di

Cauchy:
1
π

∫ +∞

−∞

cos x

(1− x)
dx = sin 1
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Esercizio n.1 - Dimostrare che v(x, y) = 2y(x − 1) può essere considerata come la parte immaginaria

di una funzione analitica f(x, y) ≡ u + iv. Determinare la sua parte reale u(x, y), assumendo f(0, 0) = 0.

Dimostrare che si puó scrivere f(x, y) ≡ F (z) = z2 − 2z. Calcolare
∫ B

A
F (z) dz, lungo un qualsiasi (perché?)

cammino che collega il punto A ≡ (0, 0) con il punto B ≡ 1 + i.

Esercizio n.2 - La funzione f(x) assume il valore 1 nell’intervallo [0, L] e 0 altrove.

1) Considerare il suo prolungamento dispari f̄(x) a tutto l’intervallo [−L,L] e quindi ricavare il suo sviluppo

di Fourier in termini della base {sin nπ
L x}, n = 1, 2, . . ..

2) Considerare f(x) come dato iniziale per la soluzione dell’equazione di diffusione (in 1+1 dimensioni) lungo

una sbarra finita di lunghezza L, ovvero del problema

∂u

∂t
= c2 ∂2u

∂x2

u(0, t) = u(L, t) = 0

u(x, 0) = f(x)

Trovare la soluzione di questo problema, sfruttando i risultati del punto 1).

Esercizio n.3 - Determinare la trasformata di Fourier f̂(p) della funzione f(x) = 1
a2+x2 ,∀x ∈ RI e a

parametro reale positivo. Usare l’identità di Parseval per dimostrare il seguente risultato:∫ +∞

−∞

1
(a2 + x2)2

dx =
π

2a3

Usare il teorema di inversione per calcolare l’antitrasformata di f̂(p) e confrontare con la funzione di partenza.

Esercizio n.4 - Utilizzare il teorema di Cauchy e il teorema dei residui per dimostrare:∮
Γ

ez2

z2(z − 1− i)
dz = πe2i

∮
Γ1

z + 1
2z3 − z4

dz =
3
4
πi

∫ 2π

0

1 + sin θ

3 + cos θ
dθ =

π√
2

dove Γ è il bordo della corona circolare compresa tra la circonferenza |z| = 1 (percorsa in senso orario) e la

circonferenza |z| = 2 (in senso antiorario), mentre Γ1 è la circonferenza unitaria, tutte centrate nell’origine.

Esercizio n.5 - Calcolare, nel senso del Valor Principale di Cauchy, il seguente integrale, con a ∈ RI +:∫ +∞

−∞

dx

(x2 − 3x + 2)(x2 + a2)

Dimostrare che il suo valore, per a = 2, risulta: − π
40 .

Trovare infine per quale valore di a il valore principale dell’integrale precedente è nullo.
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a.a. 2007/08 - 16 settembre 2008

Esercizio n.1 - Dimostrare che u(x, y) = x3 − 3xy2 può essere considerata come la parte reale di una

funzione analitica f(x, y) ≡ u + iv. Determinare la sua parte immaginaria v(x, y), assumendo f(0, 0) = 0.

Dimostrare che si puó scrivere f(x, y) ≡ F (z) = z3. Calcolare
∫ B

A
F (z) dz, lungo un qualsiasi (perché?)

cammino che collega il punto A ≡ (0, 0) con il punto B ≡ 1 + i.

Esercizio n.2 - La funzione f(x) è definita in [−L,L] ≡ [−2, 2] come

f(x) =


−x − 2 < x < 0

x 0 < x < 2

0 altrimenti

1) Ricavare il suo sviluppo di Fourier in termini della base { 1√
2L

, 1√
L

cos nπ
L x, 1√

L
sin nπ

L x}, n = 1, 2, . . ..

2) Utilizzare tale sviluppo di Fourier per dimostrare che

∞∑
k=0

1
(2k + 1)2

=
π2

8

Esercizio n.3 - Determinare la trasformata di Fourier f̂(p) della funzione

f(x) =


−1 − a < x < 0

1 0 < x < a

0 altrimenti

con a parametro reale positivo.

Usare l’identità di Parseval per dimostrare il seguente risultato:∫ +∞

−∞

(cos pa− 1)2

p2
dp = πa

Usare il teorema di inversione per calcolare l’antitrasformata di f̂(p) e confrontare con la funzione di partenza.

Esercizio n.4 - Utilizzare il teorema di Cauchy e il teorema dei residui, con il lemma di Jordan, per

dimostrare:∮
Γ

2z3 + z2 + 4
z2(z2 + 4)

dz = 4πi

∫ π

0

cos θ

17− 8 cos θ
dθ =

π

60
V.P.

∫ +∞

−∞

dx

x2 − 2ix
= π/2

dove Γ è la circonferenza |z− 2| = 4, percorsa in senso antiorario, e l’ultimo integrale è da valutare nel senso

del Valor Principale di Cauchy.
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a.a. 2007/08 - 18 dicembre 2008

Esercizio n.1 - Dimostrare che u(x, y) = xy
(x2+y2)2 può essere considerata come la parte reale di una funzione

analitica f(x, y) ≡ u + iv. Determinare, a meno di una costante additiva, la sua parte immaginaria v(x, y).

Dimostrare che si puó scrivere f(x, y) ≡ F (z) = A
z2 , con A costante complessa. Determinare il valore di A.

Esercizio n.2 - La funzione f(x) è definita in [−L,L] ≡ [−π, π] come f(x) = π − 2 |x |

1) Ricavare il suo sviluppo di Fourier in termini della base { 1√
2L

, 1√
L

cos nπ
L x, 1√

L
sin nπ

L x}, n = 1, 2, . . ..

2) Utilizzare tale sviluppo di Fourier per dimostrare le seguenti relazioni:

∞∑
k=0

1
(2k + 1)2

= 1 +
1
9

+
1
25

+ . . . =
π2

8
,

∞∑
k=0

1
(2k + 1)4

=
π4

96
,

la seconda ottenuta usando anche l’identità di Parseval.

Esercizio n.3 - Verificare il calcolo del seguente integrale, a e b essendo costanti reali positive,

f(y) ≡
∫ +∞

−∞

1
[x2 + a2]

1
[(x− y)2 + b2]

dx =
π(a + b)

ab[(a + b)2 + y2]

usando il teorema di convoluzione per la trasformata di Fourier. Ovvero: leggere f(y) come la convoluzione

fra due funzioni, usare il teorema di convoluzione per calcolarne la trasformata di Fourier f̂(p), e infine usare

il teorema di inversione per calcolare l’antitrasformata di f̂(p) e quindi il valore dell’integrale richiesto.

Esercizio n.4 - Utilizzare il teorema di Cauchy e il teorema dei residui, con il lemma di Jordan, per

dimostrare: ∫ 2π

0

dθ√
2− cos θ

= 2π

∫ +∞

−∞

cos x

x2 + x + 1
dx =

2π√
3
e−
√

3/2 cos
1
2

Esercizio n.5 - Verificare il seguente risultato, intendendo l’integrale nel senso del Valore Principale di

Cauchy:

V.P.

∫ +∞

−∞

x sinx

x2 − 4
dx = π cos 2
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CdL in Fisica e Tecnologie Avanzate - Prova scritta di Metodi Matematici della Fisica

a.a. 2008/09 - 24 febbraio 2009

Esercizio n.1 - Dimostrare che u(x, y) = x2 − y2 − y può essere considerata come la parte reale di

una funzione analitica f(x, y) ≡ u + iv. Determinare la sua parte immaginaria v(x, y), con la condizione

f(0, 0) = 0. Dimostrare che si puó scrivere f(x, y) ≡ F (z) = z2+iz. Calcolare
∫ B

A
F (z) dz, lungo un qualsiasi

(perché?) cammino che collega il punto A ≡ (0, 0) con il punto B ≡ 1 + i.

Esercizio n.2 - La funzione f(x) è definita in [−π, π] come

f(x) =


0 − π < x < −π/2

1 − π/2 < x < π/2

0 π/2 < x < π

Ricavare il suo sviluppo di Fourier in termini della base { 1√
2π

, 1√
π

cos nx, 1√
π

sinnx}, n = 1, 2, . . ..

Utilizzare tale sviluppo di Fourier per dimostrare che
∞∑

k=0

cos kπ

(2k + 1)
= 1− 1

3
+

1
5
− 1

7
+

1
9
− . . . =

π

4

Esercizio n.3 -Trovare la trasformata di Fourier f̂(p) della funzione

f(x) =

{
e−2x x > 0

0 x < 0
Usare l’identità di Parseval per dimostrare il seguente risultato:∫ +∞

−∞

dp

p2 + 4
=

π

2

Usare il teorema di inversione per calcolare l’antitrasformata di f̂(p) e confrontare con la funzione di partenza.

Esercizio n.4 - Utilizzare il teorema di Cauchy e il teorema dei residui, con il lemma di Jordan, per

dimostrare: ∫ 2π

0

√
2 + sin θ

3 + cos θ
= π

∫ +∞

−∞

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx =

π

3

Esercizio n.5 - Verificare il seguente risultato, intendendo l’integrale nel senso del Valore Principale di

Cauchy:

V.P.

∫ +∞

−∞

1
(x2 + 1)(x2 + 4x− 5)

dx = −3π

26
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CdL in Fisica e Tecnologie Avanzate - Prova scritta di Metodi Matematici della Fisica

a.a. 2008/09 - 7 aprile 2009

Esercizio n.1 - Dimostrare che

v(x, y) =
xy

(x2 + y2)2

può essere considerata come la parte reale di una funzione analitica f(x, y) ≡ u + iv. Determinare, a meno

di una costante additiva, la sua parte reale u(x, y). Dimostrare che si puó scrivere f(x, y) ≡ F (z) = − 1
2z2 .

Esercizio n.2 - La funzione f(x) è definita in [−π, π] come f(x) = 2π − |x |.

1) Ricavare il suo sviluppo di Fourier in termini della base { 1√
2L

, 1√
L

cos nπ
L x, 1√

L
sin nπ

L x}, n = 1, 2, . . ..

2) Utilizzare tale sviluppo di Fourier per dimostrare le seguenti relazioni:

∞∑
k=0

1
(2k + 1)2

= 1 +
1
9

+
1
25

+ . . . =
π2

8
,

∞∑
k=0

1
(2k + 1)4

=
π4

96
,

la seconda ottenuta usando anche l’identità di Parseval.

Esercizio n.3 - Verificare il calcolo del seguente integrale,

f(y) ≡
∫ +∞

−∞

1
[x2 + 4]

1
[(x− y)2 + 4]

dx =
π

[16 + y2]

usando il teorema di convoluzione per la trasformata di Fourier. Ovvero: leggere f(y) come la convoluzione

fra due funzioni, usare il teorema di convoluzione per calcolarne la trasformata di Fourier f̂(p), e infine usare

il teorema di inversione per calcolare l’antitrasformata di f̂(p) e quindi il valore dell’integrale richiesto.

Esercizio n.4 - Utilizzare il teorema di Cauchy e il teorema dei residui, con il lemma di Jordan, per

dimostrare: ∫ 2π

0

dθ√
2− sin θ

= 2π

∫ +∞

−∞

sinx

x2 − x + 1
dx =

2π√
3
e−
√

3/2 sin
1
2

Esercizio n.5 - Verificare il seguente risultato, intendendo l’integrale nel senso del Valore Principale di

Cauchy:

V.P.

∫ +∞

−∞

3 cos x

9− x2
dx = π sin 3
















































































































































